DIAGONALISATION 



EXERCICE 1. 



E = R 5 est rapporte a sa base canonique e = {e x , e 2 » e i }./est l’endomorphisme de matrice M dans cette base : 

^ 1-1 i ^ 



M - 



-2 0 
-2 -2 



1 . Determiner son polynome caracteristique. 

2 . Calculer ses valeurs propres. 

3 . Donner une base des sous-espaces propres. 

4 . Decider si/est diagonalisable. 

5 . Donner eventuellement l’expression diagonalisee. 

6. Verifier en utilisant les matrices de changement de base. 



EXERCICE 2. 



Faire, pour la matrice A suivante, une etude semblable a celle de l'exercice 1 pour la matrice M : 




( 


\ 




3 5 


-5 




A = 


-5 -7 


5 






. -5 -5 


3 j 





EXERCICE 3. 



E = R est rapporte a sa base canonique e = {e, , > e 3 }-/ est l’endomorphisme de matrice B dans cette base : 



3 

-1 

0 



1 1 

1 -1 

0 1 



1 . Determiner son polynome caracteristique. 

2 . Calculer ses valeurs propres. 

3 . Donner une base des sous-espaces propres. 

4 . Decider si/est diagonalisable. 

5 . Donner eventuellement l’expression diagonalisee. 

6. Verifier en utilisant les matrices de changement de base. 



EXERCICE 4. 



Faire, pour la matrice C suivante, une etude semblable a celle de l'exercice 3 


pour la matrice B : 




" 3 


-1 


1 


-1 


C = 


0 


1 


0 


0 




-4 


2 


-1 


2 






v -2 


1 


-1 


2 j 

















EXERCICE 5. 



Soit M une matrice 5x5 reelle dont le polynome caracteristique est : 



P (X) = (X + l ) 2 (X - 2) 3 . 



1 . Quelles sont les valeurs propres de M ? 

2 . M est-elle diagonalisable ? 

3 . On suppose de plus que les sous-espaces propres sont de dimension 2. Que eonclure ? 



EXERCICE 6. 



E = ft est rapporte a sa base canonique e = {e, , e 2 • £3 , £ 4 }. /est l’endomorphisme de matrice M dans cette base : 

f 2 0 0 0 ^ 

4-644 
M = 4-424 
^ 0 -4 4 2 , 

1. Quelle est la matrice de g = / 2 dans la base {e j ? 

2. Quels sont les vecteurs propres et les valeurs propres de g ? 

3. Montrer que si X est une valeur propre de/, alors p = A , 2 est valeur propre de g. 

4. En deduire les seules valeurs propres possibles pour/. 

5. Pour un vecteur x quelconque de E, montrer que : 

f(x) + 2 x e Ker (f— 2 id E ) 
fix) — 2xe Ker (f+ 2 id E ) 

6 . Construire un systeme de generateurs de E forme de vecteurs propres de/. 

7 . Diagonaliser/, soit directement, soit en utilisant ce qui precede. 



EXERCICE 7. 



Etudier le rang, l’image, le noyau, les 
l'operateur associe a : 


sous-espaces propres, le polynome caracteristique et le polynome minimal de 

f - 1/2 - 1/2 1/2 ") 




A = 


- 1/2 


1/2 


1/2 








v 0 


0 


1 J 




Peut-on diagonaliser cette matrice ? 













EXERCICE 8. 



Etudier le rang, 1’ image, le noyau, les sous-espaces propres, le polynome caracteristique et le polynome minimal de 
l'operateur associe a : 

( I 0 -I 

B = 1 1-2 



1 -1 0 



Peut-on diagonaliser cette matrice ? 



EXERCICE 9. 



Etudier le rang, l’image, le noyau, les sous-espaces propres, le polynome caracteristique et le polynome minimal de 
l'operateur associe a : 

/ \ 

0 7-6 

C = -14 0 

, 02 - 2 , 



Peut-on diagonaliser cette matrice ? 


















EXERCICE 10 



Etudier le rang, l’image, le noyau, les sous-espace 
l'operateur associe a : 

D = 

Peut-on diagonaliser cette matrice ? 


;s propres, le polyn 

r 0 0 4 0 ' 

-2141 
0 0 2 0 

v -4 0 8 2 , 


ome caracteristique et le polynome minimal de 


EXERCICE 11. 


Etudier la matrice a n lignes et n colonnes : 

F = 


r i i - i N 

i i ••• i 

, 11 - 1 , 




EXERCICE 12. 


Etudier la matrice a n lignes et n colonnes : 

G = 


' 0 ••• 0 1 

0 ••• 1 0 

,1-00, 




EXERCICE 13. 


Etudier la matrice a n lignes et n colonnes : 

H = 


a P ••• |3 

pa'-. : 

: p 

. P ••• P a 


\ 

/ 



EXERCICE 14 


















EXERCICE 15. 

Vrai ou Faux. 

E est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps de nombres complexes K. Soit / un endomorphisme de E. Id est 
l'application identique. Donnez votre opinion sur les assertions suivantes (a justifier par une demonstration). 

01. Si/ 2 =/, alors / est inversible. 

02. Si/est inversible, alors/ -1 est diagonalisable. 

03. Si/est diagonalisable, alors/est inversible. 

04. Si/est inversible, alors/ 2 Test aussi. 

05. Si/est diagonalisable, alors/ 2 Test aussi. 

06. Si/ 2 =/, alors/est diagonalisable. 

07. Si/ 2 = Id, alors/est inversible. 

08. Si/est inversible et diagonalisable, alors/ -1 est diagonalisable. 

09. Si la matrice de/par rapport a une base {«} est symetrique, alors/ est diagonalisable. 

10. Le noyau de/ est un sous-espace propre de/. 

11. L’image et le noyau d’un endomorphisme diagonalisable et non inversible ferment une somme directe. 

12. Si une matrice a elements dans He st diagonalisable et inversible, son inverse est diagonalisable. 

13. La somme de deux endomorphismes diagonalisables dans R 2 n’est pas forcement diagonalisable. 

14. La matrice : 




est diagonalisable. 



3 1 -6 

-2 0 -5 





DIAGONALISATION 



EXERCICE 1. 



E = R i 


est rapporte a sa base canonique e = {e, , e 2 • e 3 }./est l’endomorphisme de matrice M dans cette base : 

f l-l 1 ^ 




M = -2 


0 -1 




{ -2 


-2 1 J 


1 . 


Determiner son polynome caracteristique. 




2. 


Calculer ses valeurs propres. 




3. 


Donner une base des sous-espaces propres. 




4. 


Decider si /est diagonalisable. 




5. 


Donner eventuellement l’expression diagonalisee. 




6. 


Verifier en utilisant les matrices de changement de base. 



SOLUTION. 



17 Polynome caracteristique. 

Le polynome caracteristique de la matrice 

^ 1-1 1 N 
M= -2 0-1 

s -2 -2 1 , 

est le determinant de la matrice M —/ l id E . 

l-X -1 1 

P (A) = Det (M-A id E )= -2 -X -1 

-2 -2 l-X 

On ne change pas la valeur du determinant en ajoutant la 2 e ligne a la l e : 



l-X 


-1 


1 


-l-X 


- l-X 


0 


-2 


-X 


-1 


= -2 


-X 


-1 


-2 


-2 


l-X 


-2 


-2 


l-X 



On peut mettre — (1 + X) en facteur dans la l e ligne : 





l-X 


-1 


1 




1 


1 


0 




-2 


-X 


-1 


= -(l + X) 


-2 


-X - 


-1 




-2 


-2 


l-X 




-2 


-2 1- 


X 


On ne change pas la valeur d 


lu determinant en retranchant la l e c 


olonne 


de la 2 e . 




l-X 


-1 


1 




1 


0 


0 


-2 


-X 


-1 


= -(l+X) 


-2 


2-X 


-1 


-2 


-2 


l-X 




-2 


0 1 


-X 



On peut developper le determinant par rapport a la l e ligne. 

l-X -1 1 

-2 -X -1 = - (1 + X) 

-2 -2 l-X 

On peut developper le determinant par rapport a la l e colonne. 



2-X -1 

0 l-X 







l-X -1 1 

-2 -X -1 
-2 -2 1 - A , 



(1 + X)(2 - X)(l - X) 



Le polynome caracteristique de la matrice M est P (X) = — (A.+ 1 )(X - 1)(X - 2) 



27 Valeurs propres. 

Les valeurs propres de la matrice M sont les racines du polynome caracteristique : — 1, 1, 2. Ces racines sont 
toutes trois reelles et simples. 



Les valeurs propres de la matrice M sont A-i = -1, X 2 = 1, X 3 = 2. 



37 Sous-espaces propres. 



Comme les valeurs propres sont reelles et distinctes, chaque sous-espace propre est de dimension 1 et engendre 
par un vecteur propre quelconque pour la valeur propre correspondante. 

Le sous-espace propre pour une valeur propre X est le noyau de la matrice M - A I. 



pour la valeur propre A-i = - L M - A-i / = 



f 2 -\ 1 '' 

-2 1 -1 

-2 -2 2 



. Reduisons cette matrice : 



2—1 1 ' 
-2 1 -1 




1 0 0 
0 1 0 


, -2 -2 2 , 




v 0 0 1 , 


Ajoutons la 2 e colonne a la 3 e , et ajoutons deux fois la 2 e 


colonne a la l e 


0 -1 0 

0 1 0 




( 1 0 0 
2 1 1 


, -6 -2 0 , 




O 

o 



La matrice M — X\ I est de rang 2 (les deux premieres colonnes de la matrice reduite forment une famille libre 
de vecteurs), et son noyau a pour base par le vecteur a = 



< 0 ' 



pour la valeur propre X 2 = 1 , M —X 2 I = 



( 0 -1 1 '' 

-2 -1 -1 



. Reduisons cette matrice : 



0-1 1 ^ 


^ —2 —2 0 J 


' 1 


0 


0 


-2 -1 -1 




0 


1 


0 


v -2 -2 0 y 




V 0 


0 


1 y 



Soustrayons de la l e colonne la somme des deux autres, puis ajoutons a la 2 e colonne la 3 e : 



0 0 1 




1 0 0 


0 -2 -1 




-1 1 0 


v 0 -2 0 , 




v -1 1 1 , 



La matrice M —X 2 1 est de rang 2 (les deux dernieres colonnes de la matrice reduite forment une famille libre 
de vecteurs), et son noyau a pour base par le vecteur a 2 ■ 



^ 1 ' 



-1 

-1 






pour la valeur propre X 3 = 2, M - X 3 1 - 



-1 -1 1 

-2 -2 -1 



. Reduisons cette matrice : 



' -1 


-1 


1 ^ 


l -2 -2 -1 J 


' 1 


0 


0 


-2 


-2 


-1 




0 


1 


0 


S -2 


-2 


-1 V 




. 0 


0 


1 , 



Soustrayons de la l e colonne la 2 e , puis ajoutons a la 2 e colonne la 3 e 



0 


0 


1 ' 




' 1 


0 


0 


0 


-3 


-1 




-1 


1 


0 


V 0 


-3 


-1 y 




V 0 


1 


1 y 



La matrice M - X 3 1 est de rang 2 (les deux dernieres colonnes de la matrice reduite forment une famille libre 

f 1 A 



de vecteurs), et son noyau a pour base par le vecteur a 3 = 



-1 

0 



47 Diagonalisation. 



Le polyndme minimal de M est (X + 1)(A. - 1)(A. — 2). Ses racines sont reelles et d’ordre 1 : la matrice M est done 
diagonalisable. 



. On a : 





0 


1 


1 ' 






' 1 


1 


0 


Soit P = 


1 


-1 


-1 


la matrice des vecteurs propres {iq , a 2 , a 3 } 


:P~' = 


1 


1 


-1 




V 1 


-1 


0 y 






V 0 


-1 


1 y 



1 1 0 A 




'1-11' 




0 1 1 A 




1 

0 

0 


1 1 -1 




-2 0 -1 




1 -1 -1 


= 


0 1 0 


V 0 -1 1 J 




V -2 2 1 , 




v 1 -1 0 , 




v 0 0 2 , 



P” 1 MP = 



La matrice P est la matrice du changement de base [id f -_ ,{a},{e}]. La relation precedente montre que Ton a : 

[f,{a}Aa}} = [id E Ae},{a}][f,{e},{eWdE,{a}Ae}} = 

L’endomorphisme/se decompose done en : 

• une homothetie de rapport -1 (symetrie) sur l’axe defini a\ = | 1 \ = e 2 + e 3 \ 



f -1 0 0 A 



0 1 0 
V 0 0 2 



une homothetie de rapport 1 (identite) sur l’axe defini par a 2 : 



1 

v 1 j 

* 1 
-1 
-1 



■ ei-e 2 -e 3 ; 



une homothetie de rapport 2 sur l’axe defini par a 3 : 



f 1 A 



-1 

0 



: e x - e 2 ■ 



Les vecteurs de la base canonique sont donnes, en fonction de la base propre, par : 

€\ — Q,\ 0-2 

e 2 — a \ + a 2 — 0.3 

63 — Cl 3 — Cl 2 




EXERCICE 2 



Faire, pour la matrice A suivante, une etude semblable a celle de 1'exercice 1 pour la matrice M : 




3 5 


\ 

-5 




A = 


-5 -7 


5 






v -5 -5 


3 J 





SOLUTION. 

17 Polynome caracteristique. 

3- A, 5 -5 

PAX) = Del (A - A I) = -5 -7 - X 5 

-5 -5 3-X 

On ne change pas la valeur du determinant en ajoutant la 3 e colonne a la 2 e . 

3-X 0 -5 

F(X)= -5 -2- X 5 

-5 -2-X 3-X 

On peut mettre en facteur dans le determinant le facteur commun - (2 + X) de la 2 e colonne. 

3-X 0 -5 

P"(X) = - (2 + X) -5 1 5 

-5 1 3-X 

On ne change pas la valeur du determinant en ajoutant 5 fois la 2 e colonne a la l e colonne. 

3-X 0 -5 

PAX) = - (2 + A) 01 5 

0 1 3-X 

On ne change pas la valeur du determinant en retranchant la 2 e ligne de la 3 e . 

3-X 0 -5 

PAX) = - (2 + A) 01 5 

0 0 -2-X 

On peut developper le determinant par rapport a la l e colonne. 

1 5 

PAX) = - (2 + X)(3 - X) 

0 —2 — A 

On peut developper le determinant par rapport a la l e colonne. 

P \X) = (2 + A)(3 - A)(2 + X). 

P (X) = -(X + 2) 2 (A - 3) 

27 Polynome minimal. 

Le theoreme de Hamilton-Cailey donne : (A + 2 I ) 2 (A - 3 I ) = 0. On a, en fait : (A + 2 I )(A - 3 I ) = 0. Ceci 
signifie que le polynome minimal de la matrice A est (A + 2)(A - 3). Les racines du polynome minimal sont 
simples et reelles. II en resulte que la matrice A est diagonalisable. 

37 Valeur s propres. 

Les valeurs propres de la matrice A sont les racines de son polynome caracteristique : A] = -2 et A 2 = 3. Le 
spectre de A est {-2 ; 3}. 








47 Vecteurs propres. 



• Le sous-espace propre relativement a la valeur propre A.j = — 2 est le noyau de la matrice 

( , , , A 



A + 2 / = 5 



1 1 -1 

-1 -1 1 

-1 -1 1 



Reduisons cette matrice : 



1 1 -1 




1 0 0 


-1 -1 1 




0 1 0 


, -1 -1 1 , 




O 

O 



Ajoutons la 3 e colonne a la l e et a la 2 e 



0 0-1 




1 0 0 


0 0 1 




0 1 0 


v 0 0 1 , 




, 111 , 



1 






0 


0 


Ct U 2 — 




1 


V 1 , 






1 , 



Ce calcul montre que la matrice A + 2 I est de rang 1, et que les vecteurs a\ 



forment une base de son noyau. On peut done prendre les vecteurs a et a 2 comme base du sous-espace propre 
pour la valeur propre A-i = - 2. 

Le sous-espace propre relativement a la valeur propre X] = 3 est le noyau de la matrice 



A-3 I = 5 



{ 0 1 -1 ^ 

-1 -2 1 

-1 -1 0 



Reduisons cette matrice : 



0 1 -1 




1 0 0 


-1 -2 1 




0 1 0 


i 

o 




o 

O 



Retranchons de la l e colonne, la somme des deux autres, puis ajoutons a la 2 e colonne la 3 e : 



0 


0 


-1 ' 




' 1 


0 


0 


0 


-1 


1 




-1 


1 


0 


v 0 


-1 


0 , 




V -1 


1 


1 , 



Ce calcul montre que la matrice A - 3 / est de rang 2, et que le vecteur a 2 : 



f 1 A 

-1 
-1 



forme une base de son 



noyau. On peut done prendre le vecteur a 3 comme base du sous-espace propre pour la valeur propre X 2 = 3. 

57 Diagonalisation. 



Soit P = 



' 1 


0 


1 




0 


-1 


1 ' 


0 


1 


-1 


une matrice de vecteurs propres de A. Son inverse est P 1 = 


1 


2 


-1 


V 1 


1 


-1 , 




V 1 


1 


-1 , 



P~ l AP = 



0 -1 1 

1 2 -1 

1 1 -1 



\ 


3 


5 


-5 ' 




( 


i 


0 


1 






' -2 


0 


0 




-5 


-7 


5 






0 


1 


-1 




= 


0 


-2 


0 


/ 


V -5 


-5 


3 , 




K 


i 


1 


-1 


) 




v 0 


0 


3 , 



C’est la matrice diagonale des valeurs propres de la matrice A. La matrice A est done diagonalisable, ce qui 
resulte aussi du fait qu’il existe une base formee de vecteurs propres. 




EXERCICE 3. 



E = R 3 est rapporte a sa base canonique e = {e\ ,^ 2,^3 }./e st l’endomorphisme de matrice B dans cette base : 

' 3 1 1 N 

B= -11-1 



^ 0 0 1 

1 . Determiner son polynome caracteristique. 

2. Calculer ses valeurs propres. 

3. Donner une base des sous-espaces propres. 

4. Decider si/est diagonalisable. 

5. Donner eventuellement l’expression diagonalisee. 

6 . Verifier en utilisant les matrices de changement de base. 



SOLUTION. 

17 Polynome caracteristique. 



3- A, 1 1 



P (A) = Det (B -A l)= -1 1-A -1 . 

0 0 1-A, 

On peut developper le determinant par rapport a la l e colonne : 

1-A -1 1 1 

P (A) = (3 - A) + = (3 - A)(l - A) 2 + (1 - A) = (1 - A)[(3 - A)(l - A) + 1] 

0 1 — A 0 1— A 

P (A) = (1 - A)( A 2 - 4 A + 4) = - (A - 1)(A- 2) 2 
P (A) = - (A- 1)(A- 2) 2 



27 Polynome minimal. 



1 1 0 



Le theoreme de Hamilton-Cailey donne : (B - 1 )(B -21) =0. On a : (B — I )(B — 2 I) = \ —1 -1 0 



^ 0 0 0 ) 

done le polynome minimal de la matrice B est le polynome (A - 1)(A — 2) 2 . Les racines du polynome minimal 
sont reelles, mais ne sont pas simples. II en resulte que la matrice B n’est pas diagonalisable. 



37 Valeurs propres. 



Les valeurs propres de la matrice B sont les racines de son polynome caracteristique : 1 et 2. Le spectre est 
l’ensemble {1 ; 2 }. 



47 Vecteurs propres. 



" 211 " 

Les vecteurs propres pour la valeur propre A] = 1 foment le noyau de la matrice B - A , / = -1 0-1 



0 0 0 



Reduisons cette matrice : 

f 2 1 1 ) 



f IOO) 



-1 0 -1 

0 0 0 



0 1 0 
0 0 1 








Retranchons de la l e colonne la somme des deux autres ; retranchons de la 3 e colonne, la 2 e : 



0 


1 


0 ' 




' 1 


0 


0 


0 


0 


-1 




-1 


1 


-1 


V 0 


0 


0 , 




V -1 


0 


1 , 



Ce calcul montre que la matrice B 
vecteur propre 



I est de rang 2 et que son noyau, de dimension 1, est engendre par le 



a i = 



1 

-1 

-1 



A 



J 



f 

• Les vecteurs propres pour la valeur propre X 2 = 2 foment le noyau de la matrice B —X 2 1 = 

v 



1 

-1 

0 



1 

-1 

0 



1 

-1 

-1 



A 



J 



Reduisons cette matrice : 



1 1 1 




1 0 0 


-1 -1 -1 




0 1 0 


o 

o 




,001, 



Retranchons de la l e colonne la 2 e , puis retranchons de la 2 e colonne la 3 e : 



0 


0 


1 ' 




' 1 


0 


0 


0 


0 


-1 




-1 


1 


0 


V 0 


1 


-1 , 




V 0 


-1 


1 , 



Ce calcul montre que la matrice B 
vecteur propre 



- 2 / est de rang 2 et que son noyau, de dimension 1, est engendre par le 



a 2 = 



-1 
V 0 






J 



57 Diagonalisation. 



Comme E = if 3 n’est pas somme directe de sous-espace propres, la matrice B n’est pas diagonalisable. On peut 
cependant la triangulariser en prenant, pour completer la famille {aq , a 2 } de vecteur propres en une base de E, 
un vecteur a 2 dans F image de B - I mais n’appartenant pas au noyau de B -21, par exemple, le vecteur 

f 1 ' 



as = 



67 Triangularisation. 



Soit P = 



r -1 1 1 ' 



1 -1 0 

1 0 0 



la matrice des vecteurs de la famille a = {aq , a 2 , a 2 }. Comme la famille a est une 



base de E, la matrice P est inversible, son inverse est P ~ 



P~ l BP = 



0 0 1 

0 -1 1 

1 1 0 



3 1 1 

-1 1 -1 
0 0 1 



^ 0 0 1 ^ 



0 -1 1 

1 1 0 y 

-1 1 1 

1 -1 0 

1 0 0 



et Ton a : 



' ( 1 0 0 A 



0 2 1 
0 0 2 



V 




Le resultat n’est pas une matrice diagonale, mais une matrice dont la restriction au sous-espace engendre par les 
vecteurs {a 2 , a 3 } est triangulaire. 




EXERCICE 4 



Faire, pour la matrice C suivante, une etude semblable a celle de l'exercice 3 


pour la matrice B : 




( 3 


-1 


1 


-1 1 




C = 


0 


1 


0 


0 




-4 


2 


-1 


2 






l -2 


1 


-1 


2 J 





SOLUTION. 



17 Polynome caracteristique. 

3 - A -1 1 -1 

0 1 - A 0 0 

P (A) = Det (C - A I) = 

-4 2 -1-12 

-2 1 -1 2 — A 

On ne change pas la valeur du determinant en ajoutant la 3 e colonne a la 2 e et a la 4 e 
I 3-A 0 1 0 I 



m) = (l-tf 



fft) = (l-tf 



0 1-A 0 0 

P (A) = 

-4 1-A -1-A 1- A, 

-2 0 -1 l-l 

On peut mettre en facteur (1 - A) dans la 2 e colonne et dans la 4 e colonne. 

3- A 0 1 0 

0 1 0 0 

P(A) = ( l-l) 2 

-4 1 -1-A 1 

-2 0 -11 

On ne change pas la valeur du determinant en retranchant la 2 e ligne de la 3 e . 
3- A 0 1 0 

0 1 0 0 

P (A) = ( 1 - A) 2 

-4 0 -1- A 1 
-2 0 -11 

On peut developper le determinant par rapport a la 2 e colonne. 

3- A 1 0 

P (A) = (1 - A) 2 -4 -1- A 1 . 

-2 -1 1 

On ne change pas la valeur du determinant en retranchant la 3 e ligne de la 2 e . 
3- A 1 0 

P (A) = ( 1 - A) 2 -2 -A 0 . 

-2 -1 1 

On peut developper le determinant par rapport a la 3 e colonne. 

3- A 1 

P (A) = ( 1 - A) 2 . 

—2 —A 

On peut developper le determinant par rapport a la l e colonne. 







P (A) = (1 - X) 2 (- X (3 - X) + 2 ) = a - l) 2 (A, 2 - 3 X + 2 ) = (X- l) 3 (A - 2 ) 



P (A) = (A - l) 3 (A- 2) 



27 Polynome minimal. 

Le theoreme de Hamilton-Cailey donne : (C - / ) 3 (C - 2 / ) = 0. Le produit (C - 1 )(C - 2 I ) est nul, done le 
polynome minimal de la matrice C est (A - 1)(A - 2). Ses racines sont reelles et simples. II en resulte que : 

1 . la matrice C est diagonalisable, 

2. il existe une base formee de vecteurs propres. 

3. la matrice C - 2 I est de rang 3 ; son noyau, sous-espace propre pour la valeur propre 2, est de dimension 1, 
e’est l’image de la matrice C -I : Im (C -2 I) = Ker (C -I) 

4. la matrice C — I est de rang 1 : son noyau, sous-espace propre pour la valeur propre 1, est de dimension 3, 
e’est l’image de la matrice C —2 1 : Im (C —I) = Ker (C -2 1). 

5. E A = Ker(C -2 I) QKer(C-I) 



37 Valeur s propres. 



Les valeurs propres de la matrice C sont les racines du polynome caracteristique P (A) : Aj 
spectre de C est { 1 ; 2 } . 



1 et A? = 2. Le 



47 Vecteurs propres. 



(C-I) = 



f 


2 - 


-1 


1 


-1 


1 












0 

-4 


0 0 
2 -2 


0 

2 


. On peut la reduire de la t'acon suivante : 








V 


-2 


1 


-1 


1 , 


J 












' 2 


-1 


1 


-1 3 




r i 


0 


0 


o 3 




0 


0 


0 


0 




0 


1 


0 


0 




-4 


2 -2 


2 




0 


0 


1 


0 




V 2 


1 -1 


1 , 




v 0 


0 


0 


1 , 



Ajouter a la l e colonne 2 fois la 2 e , ajouter a la 2 e colonne la 3 e , ajouter a la 4 e colonne la 3 e : 



' 0 


0 


1 


0 3 




' 1 


0 


0 


o 3 


0 


0 


0 


0 




2 


1 


0 


0 


0 


0 


-2 


0 




0 


1 


1 


1 


, 0 


0 


-1 


0 , 




v o 


0 


0 


1 , 



Ce calcul montre que la matrice C - 1 est de rang 1 . Son noyau a pour base les vecteurs : 





r i ^ 




( 0 ^ 




r o ^ 




2 




1 




0 


a i = 


0 


a 2 = 


1 


a 3 = 


1 




v 0 , 




v 0 , 




V 1 , 



Ces vecteurs sont vecteurs propres pour la valeur propre triple 1 . 

' 1 ^ 



Son image a pour base le vecteur a 4 = 



0 

-2 

-1 



. Ce vecteur est vecteur propre pour la valeur propre simple 2. 



La famille {a t , a 2 , a 3 , ci 4 } forme une base de E constitute de vecteurs propres. E = n est somme directe de 
sous-espaces propres de dimension 1 . 





57 Diagonalisation. 

Comme il existe une base formee de vecteurs propres, la matrice C est diagonalisable. Soit P la matrice des 
vecteurs propres {a\ , a.2 , a$ , } : 

( 1 0 0 1 N 

2 10 0 
P = 

0 11-2 
,00 1 -1 , 

Comme la famille a = la. , a? , a% , a 4 } est une base, la matrice P est la matrice de changement de base : 

P=[id E , {fl},{e}] 

Cette matrice est inversible, son inverse est : 

( -1 1-1 1 N 

, 2-1 2-2 
P~' = 

2-110 
, 2-1 1 -1 y 

et Ton a : 

^ 1 0 0 0 ^ 

0 10 0 

P l CP = 

0 0 10 



\, 0 0 0 2 ) 

C’est la matrice diagonale des valeurs propres. Cette diagonalisation montre que Fendomorphisme/de matrice C 
sur la base canonique de R x peut se decomposer en : 

— application identique dans le sous-espace propre engendre par les vecteurs {a l , a 2 , «3 }, 

— homothetie de rapport 2 dans le sous-espace propre engendre par le vecteur a 4 . 




EXERCICE 5. 

Soit M une matrice 5x5 reelle dont le polynome caracteristique est : 

P(X) = (X + lf(X-2 f. 

1 . Quelles sont les valeurs propres de M ? 

2. M est-elle diagonalisable ? 

3. On suppose de plus que les sous-espaces propres sont de dimension 2. Que conclure ? 



SOLUTION. 

17 Valeurs propres. 

La matrice M a, par hypothese, pour polynome caracteristique : P (X) = (X + l) 2 (X - 2) 3 . Les valeurs propres de 
la matrice M sont les racines du polynome caracteristique, ce sont done les nombres —1 et 2. La valeur propre -1 
est d’ordre de multiplicite 2, la valeur propre 2 est d’ordre de multiplicite 3. La matrice M possede done un sous- 
espace propre pom la valeur propre -1 et un sous-espace propre pour la valeur propre 2. 

27 Diagonalisation. 

Cependant le polynome caracteristique ne permet pas de conclure quand au caractere diagonalisable ou non de la 
matrice M. Pour que la matrice M soit diagonalisable, il faudrait que le polynome minimal de la matrice M soit 

P„ (X) = (X+l)(X-2) 

de telle sorte que la matrice (M + I ) soit de rang 3 et la matrice (M - 2 I ) de rang 2. Dans ce cas, le noyau de la 
matrice (M + I ), e’est-a-dire le sous-espace propre relativement a la valeur propre -1, serait de dimension 2 et le 
noyau de la matrice (M -21), e’est-a-dire le sous-espace propre relativement a la valeur propre 2, serait de 
dimension 3. 

37 Dimension des sous-espaces propres. 

La matrice M n’est diagonalisable que si, pour toute valeur propre, la dimension du sous-espace 
propre correspondant est egale a Vordre de multiplicite de la valeur propre dans le polynome 
caracteristique de la matrice. 

Dans le cas ou les sous-espaces propres sont tous deux de dimension 2, la dimension du sous-espace propre 
relatif a la valeur propre -1 est egale a l’ordre de multiplicite de cette valeur propre dans le polynome 
caracteristique, de sorte que la restriction de M a ce sous-espace propre est diagonalisable et sa diagonalisee 
comportera uniquement des -1 sur la diagonale. 

La dimension du sous-espace propre relatif a la valeur propre 2, par contre, n’est pas egale a l’ordre de 
multiplicite de la valeur propre 2 dans le polynome caracteristique et la restriction de M au noyau de la matrice 
( M + I) 2 conservera une partie triangulaire. 

Le polynome minimal de la matrice M est (X + l) 2 (X - 2) 2 et il est possible de trouver une base de R 5 dans 
laquelle la matrice de Fendomorphisme de matrice M dans la base canonique prend la forme : 

-1 0 0 0 0 ^ 

0-1000 

0 0 2 0 0 

0 0 0 2 1 

, 0 0 0 0 2, 







EXERCICE 6 



E = ft est rapporte a sa base canonique e = {ey , e 2 . £3 , £4}. /est l’endomorphisme de matriee M dans cette base : 



Quelle est la matriee de g = f~ dans la base [e } ? 

Quels sont les vecteurs propres et les valeurs propres de g ? 

Montrer que si X est une valeur propre de/, alors p = A, 2 est valeur propre de g. 
En deduire les seules valeurs propres possibles pour/. 

Pour un vecteur x quelconque de E, montrer que : 

f(x) + 2 x e Ker (f— 2 id E ) 
f(x) —2xe Ker (/+ 2 id E ) 

Construire un systeme de generateurs de E forme de vecteurs propres de/. 
Diagonaliser/, soit directement, soit en utilisant ce qui precede. 



SOLUTION. 

1°/ Carre de la matriee M. 

Si /est Fendomorphisme de matriee M dans la base canonique de /f 4 , Fendomorphisme g = f 2 a pour matriee 
dans la base canonique le carre M 2 de la matriee M. 

(2 0 0 0 ^ f 4 0 0 0 2 

4 -6 44 0400 

M = => M 2 = =4 1. 

4 -4 24 0040 

^ 0 -4 4 2 J V 0 0 0 4 y 

M 2 = 41. 

Cette relation montre que l’on a : (M -21 )(M + 2 I ) = 0, done le polynome minimal de la matriee M est : 

P„Q 0 = (X-2)(X+2) 

27 Valeurs propres du carre de M. 

Les valeurs propres de M 2 sont les racines du polynome caracteristique ( X - 4) 4 de M 2 . II y en a une seule, 4, 
d’ordre de multiplicite 4. 

La matriee M 2 a une seule valeur propre, 4. 

37 Valeurs propres de la matriee M. 

Soit X une valeur propre de M. Pour tout vecteur propre x relativement a cette valeur propre on a f (x) = A x, 
done g (x) = f ( f (x)) = f (Ax) = Af(x) = A 2 x. II en resulte que p = X 2 est valeur propre de g , done de la matriee 
M 2 et que x est vecteur propre pour cette valeur propre. 

Comme la seule valeur propre de M 2 est 4, les valeurs propres de M verifient X 2 = 4. Les seules valeurs propres 
possibles de M sont done -2 et 2. 

On a deja observe que le polynome minimal de la matriee M est 

P„Q 0 = (X-2)(X+2) 

Les racines du polynome minimal de M sont aussi des racines du polynome caracteristique de M, de sorte que les 
deux valeurs -2 et 2 sont des racines du polynome caracteristique de M : ce sont toutes deux des valeurs propres 
de M. Comme ce sont les seules valeurs possibles pour les valeurs propres, on en conclue : 



Les valeurs propres de la matriee M sont -2 et 2. 










47 Sous-espaces propres. 

Pour tout vecteur x de E, on a : 

(f— 2 id F )( f(x) + 2 x) = (M -21 )(M + 2 I ) x = 0 
(f + 2 id E )( f(x) — 2 x) = ( M + 2 I)(M — 2 I ) x = 0 
puisque (M -21 )(M + 2 I) = (M +21 )(M - 2 I) x = 0. 
d’ou les relations : 

f(x) + 2 x e Ker ( f- 2 id E ) 
f(x) — 2 x e Ker ( f+ 2 id E ) 

Ces relations montrent que l’image de ( f + 2 id E ) est dans le noyau de ( f- 2 id E ) et inversement, l’image dc ( f 
- 2 id E ) est dans le noyau de ( f + 2 id E ). 

Considerons alors, par exemple, la matrice M - 2 I. On peut reduire cette matrice pour calculer son rang. On 
arrivera a une matrice comportant un certain nombre de colonnes de zeros qui definissent le noyau de (f— 2 id E ), 
c’est-a-dire le sous-espace propre pour la valeur propre 2. Les autres colonnes donnent l’image de (f—2 id E ), 
c’est-a-dire le sous-espace complementaire du sous-espace propre pour la valeur propre 2. Ce sous-espace est le 
noyau de (f+2 id E ), c’est-a-dire le sous-espace propre pour la valeur propre -2. 



57 Base de vecteurs propres. 



Comme le polynome minimal de la matrice M ne comporte que des racines simples, la matrice M est 
diagonalisable et Ton peut trouver une base formee de vecteurs propres. Pour determiner une telle base, 
reduisons la matrice M -2 I. 

^ r 



r 



M — 2I- 



0 0 0 

4-8 4 

4-4 0 



0 

4 

4 



10 0 0 
0 10 0 
0 0 10 



A 



1 

o 


0 ) 


o 

O 

O 


straire la l e colonne de la 4 e . Ajouter la somme de la l e et de la 3 e colonnes a 1: 


1 




1 


o 

o 

o 

o 




( 1 1 0 -1 2 


4 0 4 0 




0 10 0 


4 0 0 0 




0 110 


o 

o 

o 




o 

O 

O 



Ce calcul montre que : 

• La matrice M - 2 I est de rang 2 : son image est de dimension 2, son noyau est de dimension 2. 

1 

1 

1 



On peut prendre pour vecteurs propres relativement a la valeur propre 2 les vecteurs 



On peut prendre pour vecteurs propres pour la valeur propre -2 les vecteurs 



0 

( 



et 



et 



-1 

0 

0 

1 



Les valeurs propres -2 et 2 sont toutes deux des valeurs propres doubles. Le polynome caracteristique de la 
matrice M est done P (A) = (X 2 - 4) 2 = (X - 2) 2 (X + 2) 2 . 




( 0 ^ 


( 0 ^ 


r i ^ 


( -1 ^ 










1 


1 


i 


0 










Les vecteurs a, = 


At = , a-t = 




, Qa = 


ferment une 


base 


de vecteurs 


1 


0 


i 


0 










V 0 , 


v 1 J 


v 0 , 


V 1 , 










propres. 
















67 Diagonalisation de la matrice M. 










o 

0 

1 






f 


-1 


1 0 


-1 




1110 








0 


1 -1 


0 




Soit P = 


la matrice formee des vecteurs propres. P = 


1 - 


1 1 


1 




10 10 










O 

o 


f 


-2 0 


V 

0 0 N 


0 - 


1 1 


1 


y 






0 -2 


0 0 












P~' MP = 


0 0 


2 0 












V 


0 0 


0 2 y 










La matrice obtenue est diagonale, avec, sur la diagonale, les valeurs propres avec 


leurs ordres de multiplicite. 




EXERCICE 7. 



Etudier le rang, l’image, le noyau, les 
l'operateur associe a : 


sous-espaces propres, le polynome caracteristique et le polynome minimal de 

f -1/2 -1/2 1/2 ") 




A = 


-1/2 


1/2 


1/2 








v 0 


0 


1 J 




Peut-on diagonaliser cette matrice ? 













SOLUTION. 

17 Reduction de la matrice A. 



Reduisons la matrice A. 

f - 1-11^ 

1 

- -1 1 1 

2 

l 0 0 2 ) 



Ajouter la l e colonne a la 2 e et a la 3 e . 



-1 -2 0 

1 

-10 0 

2 

l 0 0 2 ) 



1 0 0 
0 1 0 
v 0 0 1 , 

I 

"ill" 
0 1 0 
, 001 , 



Multiplier par -2 la l e colonne. Multiplier par -1 la 2 e colonne. Retrancher la 2 e colonne de la l e 

Echanger la l e et la 2 e colonnes. 

i i 

[ 1 0 0 1 f -1 -1 1 1 



0 1 0 

,001, 

Ce calcul montre que : 

• La matrice A est de rang 3 : son image est E \ son noyau est {0}. 

r -i -i i "i 



-1 1 0 

0 0 1 



La matrice A est inversible et son inverse est A 



-1 1 0 

0 0 1 



27 Polynome caracteristique. 

P (A.) = Det (A -2.1) = 



-0,5-1 -0,5 0,5 

-0,5 0,5-1 0,5 

0 0 l-l 



On peut developper le determinant par rapport a la 3 e ligne. 

-0,5 -X -0,5 

P(X) = ( l-X) nc = (1 - X) [ (X - 0,5)(X + 0,5) - 0,5 2 ] 

—0,5 0,5 — A 

P (X) = ( 1 - X)(k 2 - 2 x 0.5 2 ) = -(k- l)(k 2 - 0.5) 







37 Valeurs propres 



42 V2 

P (X) = - (X + — )(X - — )(X- 1 ) 
2 2 



V2 V2 

La matrice A a trois valeurs propres simples distinctes, — , , 1 . 

2 2 



47 Polynome minimal. 



Comme le polynome caracteristique est produit de facteurs de premier degre distincts, ces facteurs forment aussi 
le polynome minimal de la matrice, c’est-a-dire le polynome unitaire de degre minimal tel que P„ (A) = 0. 




57 Vecteurs propres. 



Les trois valeurs propres sont reelles et distinctes. Les sous-espaces propres sont done de dimension 1, leur 



somme est directe et egale a R . 



s 



Pour vecteur propre relativement a la valeur propre - , on peut prendre n’importe quelle combinaison 

2 

lineaire non nulle des colonnes de la matrice 







f 


f 


2 


1 


-1 






-3 


-1 


1 ' 




s 


42 1 














_V2 










7)(A -7) = A (A —I) — 


(A — 7 ) = — 






1 


0 


0 






-1 


-1 


1 




2 


2 2 


V 


V 


0 


0 


0 


J 


2 


V 0 


0 


o y 


/ 



par exemple 2 fois la difference entre la l e et la 2 e colonnes : 



' 1 






' 1 ^ 




f 


1+42 


1 




+ 42 


0 


= 




1 


v 0 


) 




V 0 y 




V 


0 

/ 



s 

• Pour vecteur propre relativement a la valeur propre , on peut prendre n’importe quelle combinaison 

2 

lineaire non nulle des colonnes de la matrice 

V2 

(A + 7 )(A -I) = A (A -1 

2 

par exemple 2 fois la difference entre la l e et la 2 e colonnes : 





f 


f 


2 


1 


-1 






-3 


-1 


1 ' 




42 1 














42 










(A -7) = — 






1 


0 


0 




+ — 


-1 


-1 


1 




2 2 


V 


4 


0 


0 


0 


) 


2 


V 0 


0 


o y 


/ 





' 1 ^ 






1 ^ 




f 


1 -42 


a 2 = 


1 


S 




0 


= 




i 




V 0 y 




V 


o y 




4 


0 

y 



Pour vecteur propre relativement a la valeur propre 1, on peut prendre n’importe quelle combinaison lineaire 
non nulle des colonnes de la matrice 

( \ 

1 1 ' 



4i 

(A + 7 ) (A- I) = A — — I = — 



0 0 1 
0 0 1 






( 



par exemple le vecteur U \ = 



V 



0 

1 

1 



A 



67 Diagonalisation. 



Soit P la matrice des vecteurs propres, 

1 +V 2 1 -V 2 0 



P = 



1 1 1 
0 0 1 



; P ' 1 



P X AP- 



72 


1 


-1+V2 


1 -V 2 


-1 


1 +V2 


- 1 -V 2 


4 


0 

V 


0 


2 V 2 


■V 2 


0 0 


1 





0 S 0 
0 02 




EXERCICE 8 



Etudier le rang, l’image, le noyau, les sous-espaces propres, le polynome caracteristique et le polynome minimal de 
l'operateur associe a : 

f 1 0 -1 1 



B = 1 1-2 

, 1-1 0 



Peut-on diagonaliser cette matrice ? 



SOLUTION. 

17 Reduction de la matrice B. 

Reduisons la matrice B. 

1 0 -1 
1 1 -2 
,1-1 0 , 



1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 



Ajouter la somme de l e et de la 2 e colonnes a la 3 e . 

i i 

( 1 0 0 ) ( 1 0 1 1 



1 1 0 

1 -1 0 



0 1 1 
0 0 1 



Ce calcul montre que : 

• La matrice B est de rang 2 : son image est de dimension 2, son noyau est de dimension 1 . 

f 1 W 0 

• L’image de B est engendree par la famille libre \ 1 ; 1 r , tiree de la la matrice de 

. I 1 J l -1 J J 

gauche. 

1 

• Le noyau de B est engendre par le vecteur 1 , tire de la matrice de droite. 

, 1 , 

• Si ft st Fendomorphisme de matrice B dans la base canonique de R \ on a : 

f i i r o ) f -i ) 





r 0 A 




' -1 ' 


,/(*2) = 


1 


,f(e 3 ) = 


-2 


y 


V -1 y 




, 0 , 






( 


1 1 



0 ( 1 ^ ( -1 
/ 2 ( e ,)= 0 ,f 2 (e 2 )=f(e 2 )-f(e 3 )= 3 , f 1 (e 3 ) = -fie , ) - 2/( e 2 ) = -3 



10 J l-i J V 

i o -i ^ ( o i -i ^ ("02-2" 

B= 1 1-2 => B 2 = 0 3-3 => B 3 = 0 6-6 =2 B 2 . 

0-2 2 , 



1 0 -1 

• B= 1 1-2 => B 2 = 

. 1-1 0 J 

• B 2 (B-2/) = 0 

-1 0 -1 

• B (B — 21) = 1 -1 -2 

, 1 -1 -2 , 



0 -1 1 







27 Polynome caracteristique. 



P (A) = Det (B - A I) = 



1-A 0 -1 

1 1-A -2 

1 -1 -A 



On peut developper le determinant par rapport a la l e ligne. 



P (A) = (\ - A) 



1-A 


-2 




1 


1-A 


-1 


-A 




1 


-1 



= (1 -A)(A 2 



A - 2) - (A - 2) = - A 3 + 2 A, 2 = - A 2 (A - 2) 



P (A) = - A 2 (A -2) 



Ce resultat confirme le resultat obtenu pour la matrice B : B 2 (B - 2 I ) = 0, c’est le theoreme de Hamilton- 
Cailey. 



37 Valeurs propres. 

Les valeurs propres de la matrice B sont les racines du polynome caracteristique, 0 et 2. La valeur propre 0 est 
racine double. La valeur propre 2 est racine simple. 

47 Polynome minimal. 

La relation B (B — 27)^0 confirme que le polynome minimal de la matrice B est A 2 (A - 2). 



57 Vecteurs propres. 



• Pour vecteur propre pour la valeur propre 0, on peut prendre n’importe quelle combinaison lineaire non nulle 





— 2 1 1 ^ 




' 1 ^ 


des colonnes de la matrice B (B - 2 / ) = 


-2 1 1 
.-211, 


, par exemple le vecteur a, = 


1 

V 1 , 



Le noyau de la matrice B (B — 2 I ) est un sous-espace vectoriel de dimension 2, mais le noyau de B est de 
dimension 1, comme on l’a vu plus haut. 

• Pour vecteur propre relativement a la valeur propre 2, on peut prendre n’importe quelle combinaison lineaire 



non nulle des colonnes de la matrice B 1 = 


0 1 -1 ' 
0 3-3 


, par exemple le vecteur a 3 = 


' 1 ' 

3 




v 0 -1 1 , 




v -1 , 



matrice B 2 est de rang 1, son noyau est de dimension 2, engendre par les vecteurs e i et e 2 + e 3 , comme on le 
voit en faisant la somme des 2 e et 3 e colonnes de la matrice B 2 . 

• Comme le vecteur a 2 = t’t est lineairement independant des vecteurs a, et a 3 , on peut completer la famille 
libre {cq , a 3 } en une base de R 3 avec le vecteur a 2 = e x . 

• Les vecteurs propres {a 3 , a 2 , a 3 } foment une base de R 3 , mais ce n’est pas une matrice de vecteurs 
propres, de sorte que la matrice B n’est pas diagonalisable. 



67 Triangularisation. 



f 1 


1 


1 ' 




= I 

A 


0 


1 


3 ' 


1 


0 


3 


, la matrice de la base a. P 


4 


-2 


-2 


V 1 


0 


-1 , 






, o 


1 


-1 , 



Soit P = 



0 1 0 
0 0 0 
V 0 0 2 

La matrice obtenue comporte sur la diagonale les valeurs propres de B avec leur ordre de multiplicity : double 
pour 0, simple pour 2. 



P 1 BP = 





Dans le sous-espace de base { «i , a 2 }, la restriction de Fendomorphisme /defini par la matrice B n’est pas 



diagonal, il a pour matrice sur {a i , a 2 



f 0 1 ^ 
0 0 



: pour un x = X\ a\ + x 2 a 2 du plan engendre par a 1 et a 2 , 



B x = X 2 a 1 . 

Dans le sous-espace de base a 3 , la restriction de Fendomorphisme /defini par la matrice B est une homothetie de 
rapport 2. 

ft 3 = KerB QRe^ ® Ker (B -21) 




EXERCICE 9 



Etudier le rang, l’image, le noyau, les sous-espaces propres, 
l'operateur associe a : 



f 

c = 

v 



0 7 
-1 4 
0 2 



le polynome caracteristique et le polynome minimal de 

-6 ’ 

0 



Peut-on diagonaliser cette matrice ? 



SOLUTION. 



17 Determinant. 



0 7-6 

-14 0 

0 2-2 



12 - 14 = - 2 ^ 0. La matrice C est inversible. 0 n’est pas valeur propre. La matrice C est 



de rang 3, son image est ir tout entier, son noyau est reduit a 0. 

27 Polynome caracteristique. 



P(A) = Det (C - A I) = 



-A 1 -6 

-1 4 — A, 0 

0 2 -2 -A 

On peut developper le determinant par rapport a la premiere colonne : 

P(A) = - A (A - 4)(A + 2) + (-14 - 7 A + 12) = - A (A 2 - 2 A - 8) - 2 - 7 A = 
P(A) = -A 2 (k- 2) + (A - 2) = (A - 2)(1 - A 2 ) = - (A + 1)(A - 1)(A - 2) 



-A 3 + 2A 2 + A- 2 



P(A) = (k-2)(\-X 2 ) 



37 Valeur s propres. 

Les valeurs propres de la matrice C sont les racines du polynome caracteristique : - 1, 1, 2. II y a trois valeurs 
propres reelles simples distinctes. 

47 Vecteurs propres. 

Comme les trois valeurs propres sont distinctes, il y a trois sous-espaces propres de dimension 1 . 





-5 


-5 


30 




r 5 ' 


(C-/)(C-2/) = 


-1 


-1 


6 


=> Sous-espace propre pour A] = — 1 : R 


i 




V -2 


-2 


12 , 




V 2 , 





-9 9 


18 




9 


(C + /)(C-2/) = 


-3 3 

, -2 2 


6 

4 , 


=> Sous-espace propre pour A 2 = 1 : R 


3 

, 2 y 



(C + I)(C -/) = 


-8 

-4 


16 

8 


12 

6 


=> Sous-espace propre pour A 3 = 2: R 


l 4 ^ 

2 




, -2 


4 


3 , 




s 1 , 








57 Diagonalisation. 





5 


\ 




9 


Les vecteurs = 


1 




, a 2 = 


3 , a 3 = 




V 2 


) 




V 2 , . 



, foment une base. Dans cette base, la matrice de 

) 



Fendomorphisme/, de matrice C dans la base canonique, est diagonale car/fa, ) = —a l ,f(a 2 )=a 2 .f(a 2 )=2 a 3 . 

' -1 0 0 ( 5 9 4 V 1 ( 0 7 -6 f 594^ 

[f,{a},{a}\= 010 = 132 -1 40 132 

, OO 2 JI 221 J 0 2 -2 J 1 2 2 1 , 





EXERCICE 10 



Etudier le rang, 1' image, le noyau, les sous-espaces propres, le polynome caracteristique et le polynome minimal de 


Poperateur associe a : 


( 0 


0 


4 


0 > 




D = 


-2 


1 


4 


1 




0 


0 


2 


0 






v -4 


0 


8 


2 J 




Peut-on diagonaliser cette matrice ? 













SOLUTION. 

1°/ Determinant. 



0 


0 


4 


0 


-2 


1 


4 


1 


0 


0 


2 


0 


-4 


0 


8 


2 



= 0 car la l e et la 4 e colonnes sont proportionnelles. 



27 Polynome caracteristique. 



P (A) = Det (D -Al) = 



-A, 0 4 0 

-2 1- A 4 1 

0 0 2- A 0 

-4 0 8 2- A 



Developpons par rapport a la 2 e colonne : 

-A 4 0 

P (A) = (1- A) 0 2- A 0 
-4 8 2 — A 

Developpons par rapport a la 3 e colonne : 

P(» = ( 1-XX2-X) 2 _* 



= A (A - 1)(2 - A) 2 
P (A) = A (A - 1)(A- 2) 2 



37 Valeurs propres. 

Les valeurs propres de la matrice D sont les racines du polynome caracteristique : 0, 1,2 (racine double). 

47 Vecteurs propres. 

D(D -I)(D -2 I) = 0 

Done le polynome minimal de la matrice D est A (A - 1)(A - 2). 



(D - I)(D —2 1) = 



Reduisons la matrice D. 



' 2 


0 


-4 


o N 


f 


1 N 


0 


0 


0 


0 


=> a i = 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


V 4 


0 


-8 


0 , 


V 


2 > 



est vecteur propre pour la valeur propre 0. 








l 0 


0 4 0 






r 1 


0 


0 


0 ' 


-2 


1 4 1 






0 


1 


0 


0 


0 


0 2 0 






0 


0 


1 


0 


V -4 


0 8 2 






V 0 


0 


0 


1 , 


A j outer 


2 fois 


la 4 e colonne a la l e . Retrancher la 2 e colonne de la 4 






4 










1 




' 0 


0 4 


0 






1 


0 


0 


0 N 


0 


1 4 


0 






0 


1 


0 


-1 


0 


0 2 


0 






0 


0 


1 


0 


V 0 


0 8 


2 


y 




2 


0 


0 


1 , 



Ce calcul montre que la matrice D est de rang 3. Son noyau, qui est le sous-espace propre pour la valeur propre 
0, est de dimension 1, done la vecteur a forme a lui seul une base du sous-espace propre pour la valeur propre 0. 



D (D - 21) = 



1. 



D(D -I) 



' 0 


0 


0 


0 ' 




f 


0 N 


-2 


-1 


4 


1 






1 


0 


0 


0 


0 


=> a 2 = 




0 


V 0 


0 


0 


0 y 




V 


0 , 



est une base du sous-espace propre pour la valeur propre 



0 

-4 

0 

-4 



0 

2 

0 

2 





' 0 N 




' 2 " 




1 




0 


=> a 2 = 


0 


et a 4 = 


1 


/ 


s 1 , 




, 0 , 



foment une base du sous-espace propre 



pour la valeur propre 2, qui est de dimension 2. 

57 Diagonalisation. 

{ai , a 2 , a 2 , a 4 } formee de vecteur propres, la matrice D est diagonalisable : 



Comme il existe une base a ■■ 



[/,{«},{«}] : 



La matrice du changement de base est : 



[id E ,{a},{e}\ = 



Ceci traduit les formules : 
a\ = e\ + 2 e 4 
a 2 = e 2 

CI 3 — ^4 

a 4 = 2 e\ + e 3 
On a alors : 

e 2 = a 2 

— CI 3 — £?2 = ^3 — CI 2 

= ci\ — 2 e 4 = — 2 (a 3 — a 2 ) 

e 2 = a 4 — 2 e\= a 4 — 2 (a\ + 2 a 2 — 2 a 2 ) 



0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

2 



0 

0 

0 

2 

2 

0 

1 

0 



( 



[id E ,[e},{a}]= 



1 

2 

-2 

0 



-2 

-4 

4 

1 



0 

-1 

1 

0 



[id E ,{a},{e}Y 




( 1 


0 


-2 


0 ' 




' 


0 


0 


4 


0 


' 




' i 


0 


0 


2 


2 


1 


-4 


-1 






-2 


1 


4 


1 






0 


1 


1 


0 


-2 


0 


4 


1 






0 


0 


2 


0 






0 


0 


0 


1 


, o 


0 


1 


0 , 






-4 


0 


8 


2 


y 




, 2 


0 


1 


0 



0 0 0 0 " 

0 10 0 
0 0 2 0 

0 0 0 2 , 




EXERCICE 11. 



Etudier la matrice a n lignes et n colonnes : 






''ll- 


•• 1 > 






1 1 • 


•• 1 




F = 


v 1 1 • 


•• 1 V 





SOLUTION. 



La matrice F, a n lignes et n colonnes, est de rang 1 . Son noyau est done de dimension n — 1 . et a pour base la 
famille {e 2 — e\ , e 2 — e\ , ... , e n — e\ }. Dans la base a = {e\ , e 2 — e\ , e 2 - e\ , ... , e n - e\ }, la matrice de 
l’endomorphisme/de matrice F dans la base canonique est donnee par les images des vecteurs de base : 
f(e i ) = e x + e 2 + ...+e n = ne x + (e 2 -e l )+ ...+ (e„-e , ) 
fifii-e i ) = 0 

' n 0 ... 0 N 

1 0 0 

\f,{a},{a}]= : : : ■ 

l 1 0 • 0 > 

Le polynome caracteristique est P (A.) = (n - X)(-X) n ~ 1 

Les valeurs propres de/sont done 0 (valeur propre d’ordre n - 1) et n, valeur propre simple. 

La relation : 

f(e i ) = n ei + (e 2 - e x ) + . . . + (e„ - e x ) 

donne 

f(f(e\)) =f(ne 1 ) +f(e 2 -e l ) + ... +f(e„ -e x ) = nf(e j ) 
et cette relation montre que le vecteur non nul : 

f(e l ) = ne 1 + (e 2 -e l )+...+(e„-e l ) = e l + e 2 +...+e n 
est vecteur propre pour la valeur propre n. 

Dans la base b = {e, + e 2 + . .. + e n , e 2 — e x , e 3 - e\ , ... , e n - e x }, la matrice de l’endomorphisme/de matrice F 
dans la base canonique est diagonale : 

( n 0 ... 0 N 
0 0 ... 0 

I f,{b},{b}]= 



et la matrice du changement de base est : 

( i -1 ... -1 ^ 
1 1 ... 0 

[id E ,{b},{e}]= ... 



Son inverse est la matrice des composantes des e, sur la base b : 
bi - (b 2 + ... + b n ) = ne t 

1 1 1 

e\ = ~ bi - - b 2 - ... - - b n 

n n n 

1 11 n - 1 1 

e, = bj +e, =bj + —(b x -b 2 - ... - b n ) = — b { - — b 2 - ... + b, — b„ 

n n n n n 

(l 1 ... 1 'i 

1 -1 n — 1 ••• -1 

[id E ,{e},{b}]= ~ ... 

n : : : 



-1 -1 • n — 1 







Diagonalisation. 





f 


l 


l .. 


1 


A 




( 1 


1 • 


•• 1 > 




r i 


-1 .. 


. -1 ' 




( 


n 


0 . 


.. 0 ^ 


1 




-l 


n — 1 


-1 






1 


1 • 


•• 1 




i 


1 .. 


• 0 






0 


0 • 


• • 0 


n 


K 


-l 


— 1 • 


" n — 1 


J 




v 1 


1 • 


- 1 j 




V 1 


0 


• 1 V 




K 


0 


o • 


•• 0 > 




EXERCICE 12 



Etudier la matrice a n lignes et n colonnes : 



' 0 ••• 0 1 N 

0 ••• 1 0 

, 1-00, 



SOLUTION. 



Remarques generates. 

n (/i+l) 

G est une matrice reelle symetrique. Son determinant est (-1) 2 , comme on le voit par recurrence : 

Det (G\ ) = 1 

Det (G„ ) = (-lY' Det (G n _,) 

On remarque aussi que G 2 = I. 

Soit / l’endomorphisme de matrice G dans la base canonique. Le changement de base a , = e n+ \ , soit 

( 0 ••• 0 1 "l 



[id E ,{a},{e]] 



' 0 •• 
0 •• 



donne : 
d’ou : 



f(di ) =f(e„+i-i ) = e t 



[/,{«},{«}]= 



^ 1 0 ••• 0 " 

0 1 ••• 0 

v 0 0 ••• 1 , 



La relation G 2 = I montre que G 1 = G, done : 

[id E ,{e},{a}] = [id E ,{a},{e}] = G 
[/,{«},{«} 1 = [id E ,{e},{a}][f,{a},{e}\ = G 
La matrice de G est invarante dans ce changement de base. 

On a aussi (G —I)(G + I) = 0, done le polynome minimal de G est P u (X) = (X + 1) (A, — 1). Les valeurs propres de 
G sont done -1 et 1. 

On a 

f(e\ + e 2 + ■■■ + e n ) = ei + e 2 + ... + e„ , 
done e i + <? 2 + • • • + e„ est toujours vecteur propre pour la valeur propre 1 . 

Polynome caracteristique et valeurs propres. 
l er cas : n est pair, n = 2k. 

Dans ce cas, il n’y a pas de 1 sur la diagonale de G. Le polynome caracteristique de G est : 



P (X) = Det(G -XI ) : 



-X ■■■ 


0 0 ■■■ 


1 


0 ■■■ 


-X 1 


0 


0 ■■■ 


1 -X ■■■ 


0 


1 


0 0 


-X 


tant X fois la derniere colonne a la 







0 



0 



0 



1 



p (X) = 



0 ••• -A 1 

0 1 -X 



0 

0 



1-A 2 



0 0 



-X 



On peut developper le determinant par rapport a la l e colonne, puis le determinant restant par rapport a la l e ligne 



Pn (X) = (-D" (i - x 2 )x(-D' ! - 1 p„- 2 (X) = -a-x 2 ) p„- 2 (X) . 

Avec P 2 (X) = (X 2 - 1) = — (1 — A. 2 ), il vient par recurrence : 



P„ (A) = (-1/(1 


- A 2 f 


= (A + 1) A ’ (A- 


1/ 


n 

Les valeurs propres de G sont done -1 et 1, avec, pour chacune un ordre de multiplicite egal a k = — 


2 e cas : n est impair, n = 2 k + 1. 










Dans ce cas, il y a un 1 sur la diagonale de G. 












-A ••• 


0 


0 


0 ■■■ 


1 






0 


-A 


0 


1 


0 




P (A) = 


0 ••• 


0 1 


-A 


0 ■■■ 


0 






0 


1 


0 


-A 


0 






1 ••• 


0 


0 


0 ■■■ 


-A 





On ne change pas la valeur du determinant en ajoutant a la l e colonne X fois la derniere colonne : 



0 0 0 0 1 



P (X) = 



0 

0 

0 



-X 0 1 

0 1-A, 0 

1 0 -A 



0 

0 

0 



1-A 2 



0 0 0 



-A 



Developpons le determinant par rapport a la l e colonne, puis le determinant restant par rapport a la l e ligne : 

Pn (A) = (-1)" (1 - A 2 ) X (-1)”- 1 P n _ 2 (A) = - (1 - A 2 ) P„ _ 2 (A) 

Avec P\ (A) = (1 - A), il vient par recurrence : 

P„ (A) = (-1/ (1 - A 2 )(1 - A) = (-1/ (1 + A )* (1 - A)*’ + 1 = - (A + 1)* (A - \) k+ 1 . 

n — 1 n + 1 

Les valeurs propres de G sont -1 et 1, -1 est d’ordre k = — — , 1 est d’ordre k + 1 = — — . 



Yecteurs propres. 



En raison de la symetrie de la matrice de G, nous allons considerer les vecteurs e, + e„ + i . 

f (G G + I —i ) — f (G ) f (G + 1 —i ) G + 1 — i ”t" G + I —i 

Le vecteur e, + e„ + i est toujours vecteur propre pour la valeur propre 1 , pour tout i de 1 a 



n 

L2. 



(partie entiere 



de — ). Nous obtenons ainsi k vecteurs propres sin = 2Aousin = 2A+l.A ces k vecteurs, il convient d’ajouter 

le vecteur d’indice central e k+ x lorsque n est impair : ce vecteur est invariant par la matrice G, il correspond au 1 
de la diagonale de G, done il est vecteur propre pour la valeur propre 1 . 

Ces k ou k + 1 vecteurs forment une famille libre de t'acon evidente car la matrice de leurs composantes sur la 
base canonique comporte une diagonale de 1 avec des 0 au-dessus. 

Si l’on considere maintenant les vecteurs e, — e n+ \ , il vient : 

f (G + 1 — / ) — f (&i ) f + l-i ) ~ ^n + 1 —i 



G (pi + 1 -i ) 




n 



Le vecteur e t - e n + \ 



est vecteur propre pour la valeur propre -1, pour tout i de 1 a 



L2 J ' 



Nous obtenons ainsi k vecteurs propres si n = 2 k ou si n = 2 k + 1 . Les k vecteurs obtenus forment aussi une 
famille libre. 

Les n vecteurs ainsi definis forment une base de vecteurs propres. 



Diagonalisation. 

Comme il existe une base formee de vecteurs propres, la matrice G est diagonalisable, avec, sur la diagonale, k 
fois la valeur propre -1 et k (n pair) ou k + 1 (n impair) fois la valeur propre 1. 




EXERCICE 13. 



Etudier la matrice a n lignes et n colonnes : 


a p 


- p 1 




H = 


p a 


P 






l P - 


P oc J 





SOLUTION. 

La matrice He st une matrice symetrique. Ses valeurs propres sont done reelles. 

Determinant. 



On ne change pas la valeur du determinant en ajoutant a la l e colonne la somme des n — 1 autres colonnes : 





a p 
P a 


... p 




a+(n-l) P p 
a+(n-l)P a 


... p 


Det (H) = 


P 


- 


P 




p - 


P a 




a+(«-l)P • 


P a 



On peut mettre en facteur a + (n - 1) (3 dans la l e colonne : 

1 p - p 

lot'-. : 

Det (H) = (a + (n — 1) p) . . . 

1 • P oc 

On ne change pas la valeur du determinant en retranchant P fois la l e colonne de chacune des (n — 1) autres : 

1 0 0 

1 oc-p ••• 0 

Det (H) = (a + (n — 1) p) ; ; . ; 

1 0 ••• a-P 

On peut developper le determinant par rapport a la l e ligne : 

Det (H) = (a + (n - 1) P) (a - p)"“ 1 

Polynome caracteristique. 

P (A.) = Det (H - Al) s’obtient en remplagant a par (a - X) dans le determinant de H : 




Valeurs propres. 

La matrice H a 2 valeurs propres : 

— Ai = a + (n - 1) p, d’ordre 1. 

— A 2 = a - p, d’ordre n — 1. 

Polynome minimal. 

f P P • P ^ 

p p - p 

l p p - p J 



// - (a - p) / = 








Or H 



1 



est le vecteur dont les composantes sont les sommes des lignes de la matrice H , done : 



H 



V 1 ) 
( 1 f 

1 

v i ; 



(a + (n - 1) (3) 



( 1 ^ 

1 

v i ; 



, soit (H - (a + (n - 1) (3) I ) 



( 1 > 




r o ^ 


1 


= 


0 


l l ; 




l 0 J 



et, par consequent, 



comme toutes les colonnes de la matrice H - (a-(3)/ sont proportionnelles au vecteur 



( 1 ^ 

1 



, le produit de 



V 1 ) 

matrices (H — (a + (n — 1) (3) / )(H - (a - (3) I) est nul. Le polynome minimal de la matrice H est done : 



Pu (k) = (A - (a + (n - 1) p))U - (a - (3)) 



Vecteurs propres. 



Reduisons la matrice H - (a + (n - 1) (3) / = 



-(« - 1) P P 

~(n - 1) P 



P 



P 
P 

-(n - 1) p 1 



f - 


in -l)p p 


P 


> 






r 


i 


0 ••• 


0 ^ 




P — (n — 1) P 


P 










0 


1 ••• 


0 




P P 


••• — (n — 1) P v 






V 


0 


0 


1 / 




Ajouter a la l e colonne la somme des (n - 


1) autres colonnes 






1 














1 






( o p 


P 








f 


1 


0 ■■■ 


0 ^ 




0 — (n — 1) P 


P 










1 


1 


0 




l o p 


-(n -l)p v 








\ 


1 


0 ■■■ 


1 y 



Ce calcul montre que le vecteur a, = 



( 1 ^ 

1 

v i ; 



est dans le noyau de H - (a + (n — 1) P) / . Comme la valeur 



propre (a + (n - 1) p) est simple, le sous-espace propre correspondant est de dimension 1 : le vecteur a est done 
une base du noyau de H - (a + (n - 1) p) / . 

La matrice H - (a - P) I a toutes ses colonnes identiques. Pour p ^ 0, on voit, en soustrayant la l e colonne de 
chacune des autres que : 

— cette matrice est de rang 1, 

— son noyau a pour base la famille de vecteurs {e 2 ~ — e\ , ... , e n - e\ } : ces vecteurs sont done des 

vecteurs propres de la matrice H pour la valeur propre a - p. On note a, = e, - e\ , pour i > 2. 



Diagonalisation. 

Les vecteurs {iq , an , ... , a n } foment (comme pour la matrice F) une base de R" . Dans cette base, la matrice de 
Fendomorphisme/ de matrice H dans la base canonique est diagonale : 





[/,{«},{«}] = 



( oc+(h-1) (3 0 - 0 ^ 

0 a-(3 0 

^ 0 0 a-(3 ^ 




EXERCICE 14. 



Soit A une matrice symetrique reelle a n lignes et n colonnes telle qu’il existe un entier k verifiant A k = /„ .Montrer que 



A- = I„. 



SOLUTION. 



Soit A une matrice reelle symetrique a n lignes et n colonnes telle qu’il existe un entier k > 1 verifiant A k = I„ . A 
est la matrice d’une endomorphisme / de R". On sait qu’alors existe dans R" une base formee de vecteurs 
propres. Soit a = {a i , ... , a„ } une telle base. On sait aussi que toutes les racines du polynome caracteristique 
sont reelles, done toutes les valeurs propres sont reelles. Soit X, ces valeurs propres, i = 1, ... , n. Certaines des 
valeurs propres peuvent etre multiples. 

i=n 

Soit x = ^ x, cij un vecteur quelconque de /?' . On a : 



f (x) = x done X x t A? a , =X x > a i 



Comme les a,- foment une base, on obtient , pour tout i , 

Xi k = 1 . 

Comme A., est reel, e’est que A, = ± 1, done 

A, 2 = 1 . 

On a alors : 



f (x) = X x i ^ a t = X Xi a i =x 
i = 1 i—l 



d’ort/ 2 = ids et 



A 2 = /„ . 







EXERCICE 15. 

Vrai ou Faux. 

E est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps de nombres complexes K. Soit / un endomorphisme de E. Id 
est l'application identique. Donnez votre opinion sur les assertions suivantes (a justifier par une demonstration). 

01. Si/ 2 =/, alors / est inversible. 

02. Si/est inversible, alors/ -1 est diagonalisable. 

03. Si/est diagonalisable, alors/est inversible. 

04. Si/est inversible, alors/ 2 Test aussi. 

05. Si/est diagonalisable, alors/ 2 Test aussi. 

06. Si/ 2 =/, alors/est diagonalisable. 

07. Si/ 2 = Id, alors/est inversible. 

08. Si/est inversible et diagonalisable, alors/ -1 est diagonalisable. 

09. Si la matrice de/par rapport a une base {u} est symetrique, alors/ est diagonalisable. 

10. Le noyau de/ est un sous-espace propre de/ 

11. L'image et le noyau d’un endomorphisme diagonalisable et non inversible forment une somme directe. 

12. Si une matrice a elements dans /?est diagonalisable et inversible, son inverse est diagonalisable. 

13. La somme de deux endomorphismes diagonalisables dans R 2 n’est pas forcement diagonalisable. 

14. La matrice : 

3 0 8 

A = 3 1-6 

^-2 0-5 

est diagonalisable. 



SOLUTION. 



01. Endomorphisme idempotent. 



Faux. 

Soit / un endomorphisme de E verifiant / 2 =/. On a alors Det (f 2 ) = Det ( f), soit : 

(Pet (f ) ) 2 = Det (f) 

d’ou Det (f) = 0 ou Det (f) = 1. Si Det (f) = 1,/est inversible, mais si Det (f) = 0,/n’est pas inversible. 
Par exemple, si Ton prend pour/le projecteur sur le premier axe canonique : 



f:(x i,x 2 , ... ,x n )H>(xi,0 , ,0) 

on a bien : 

f (x lt x 2 , ... ,x„ ) =f(f(x i,x 2 , ... ,x n )) =f(x i , 0 , ... , 0 ) = (x x , 0 0 ) =f(x x ,x 2 , ... ,x n ) 

don c f 2 = / mais le noyau de/est /ensemble des vecteurs dont la premiere composante est nulle : c’est un sous- 
espace vectoriel de dimension n — 1 : il n’est pas reduit a 0 des que n est strictement plus grand que 1. Comme le 
noyau n’est pas reduit a 0, /n’est pas inversible. 



f 2 =f=/>f est inversible 



02. Endomorphisme inversible. 

Faux. 

L’ endomorphisme inverse f~ 1 possede les memes sous-espaces propres que / avec pour valeurs propres les 
inverses des valeurs propres de f ce qui resulte de : 

f(x) = Ax < > f ~ 1 (x) = A~ l x 

Dire que E possede une base formee de vecteurs propres pour/est done equivalent a dire que E possede une base 
formee de vecteurs propres pour/ - '. Done, pour un endomorphisme inversible,/ - 1 est diagonalisable si et 
seulement si, /est diagonalisable. Or il existe des endomorphismes inversibles non diagonalisables, par exemple 
une rotation d’ angle 0 dans R 1 , done : 







/inversible =j>f 1 diagonalisable 



03. Endomorphisme diagonalisable. 



Faux. 

II existe des endomorphismes diagonalisables non inversibles. Exemple : le projecteur sur l’axe des x dans R 2 . Sa 



matrice dans la base canonique est 



1 0 
0 0 



. Cette matrice est diagonale, mais comme 0 est valeur propre 



(le determinant est nul), elle n’est pas inversible. 



/diagonalisable ^>/ inversible 



04. Carre d’un endomorphisme inversible. 

Vrai. 

/inversible <?==> Detf^t 0 < > ( Detf ) 2 =£ 0 -<==> Detf 2 ± 0 <==>f 2 inversible 

/inversible < > f 2 inversible 



05. Carre d’un endomorphisme diagonalisable. 

Vrai. 

f(x) = Xx^>f 2 (x) =f(Ax) = Xf(x) = X 2 x 

Tout vecteur propre pour/ est vecteur propre pour/ 2 . Done s’il existe une base formee de vecteurs propres pour 
/ cette base est formee de vecteurs propres pom/ 2 . II en resulte que : 

/diagonalisable =>/ 2 diagonalisable 



06. Endomorphisme idempotent. 

Vrai. 

Un endomorphisme idempotent est, par definition, un projecteur. Tout projecteur /est diagonalisable car E est 
somme directe du noyau et de l’image du projecteur, et, dans le noyau, / est nul, et, dans l’image, / est 
F application identique, done 

/ 2 =/=>/e st diagonalisable 



07. Endomorphisme involutif. 

Vrai. 

/ 2 = Id <==>fO f= Id <==>/=/ 1 =>/est inversible 
/ 2 = Id ==> ft st inversible 

08. Endomorphisme inversible et diagonalisable. 

Vrai. 

Dans 3.02, nous avons vu que, pour un endomorphisme inversible,/ - 1 est diagonalisable si et settlement si, /est 
diagonalisable. Done 



/inversible et diagonalisable =>/ 1 diagonalisable 












09. Endomorphisme symetrique. 



Faux. 



On sait que toute matrice reelle symetrique est diagonalisable, mais que dire des matrices complexes symetriques 
? L’ extension des matrices reelles symetriques au cas complexe est constitue par les matrices hermitiennes (c’est- 
a-dire dont la transposee est egale a la conjuguee) : toute matrice hermitienne est diagonalisable, et, plus 
generalement, tout endomorphisme normal est diagonalisable (un endomorphisme est normal si, et seulement si, 
il commute avec son adjoint ; tout endomorphisme unitaire, c’est-a-dire inversible et de determinant 1, est normal 
; tout endomorphisme hermitien est normal ) 



Considerons par exemple la matrice A 



f 






0 i 

1 2 



A 



J 



C’est une matrice symetrique. Son polynome 



caracteristique est — X(2 — X) — i‘ 



■■ X" - 2 X + 1 = (X - l) 2 . II ya done une seule valeur propre X = 1 . On a : 
e -1 -■ ' 

i 



A -/ = 



v 



j 



Cette matrice est de rang 1 et son noyau a pour base le vecteur e\ - i e 2 . Le sous-espace propre pour la valeur 
propre 1, est de dimension 1, differente de l’ordre de multiplicite 2 de la valeur propre dans le polynome 
caracteristique : done la matrice A n’est pas diagonalisable, et on a construit un exemple de matrice symetrique 
non diagonalisable. 



/symetrique =/>/diagonalisable 



10. Noyau d’un endomorphisme. 

Faux. 

x £ Ker f<s=> f(x) = 0 < > f(x) = 0.x 

On voit done que, pour que Ker f soit sous-espace propre pour la valeur propre 0, il faut et il suffit qu’il ne soit 
pas reduit a 0, done il faut et il suffit que Detf= 0. 



k /? r T caiic acaqaa r*\ H a t > 
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Comme il existe evidement des endomorphismes dont le determinant n’est pas nul, il existe des endomorphismes 
dont le noyau n’est pas un sous-espace propre. 

11. Somme directe de l’image et du noyau d’un 
endomorphisme. 

Vrai. 

x £ Ker f f| Im f => (f(x) = 0 et (3 y e £j(x =f(y ) )) 

/diagonalisable Il existe une base a = {cq , ... , a n } formee de vecteurs propres 
y £ E => y = Li >', a, 

x =f(y) = y t /(a; ) = Li yi A, a, =>f(x) = E,- y t Aif(cii ) = E,- y t X , 2 a, 

f(x) = ()=> (Vi )(>-, Ai 2 = 0) =► (Vi )(>-, = 0 ou X, = 0) =► (Vi )(>-, / = 0) =► x = 0. 

L’image et le noyau de/forment done une somme directe. 

12. Inverse d’une matrice diagonalisable. 

Vrai. 

Soit M une matrice inversible et diagonalisable. Elle est semblable a une matrice diagonale : il existe done une 
matrice P telle que : 

M = P~'AP 

ou A est une matrice diagonale, ayant pour elements de la diagonale principale, les valeurs propres de M. Comme 
M est inversible, son determinant, produit des valeurs propres, n’est pas nul, done 0 n’est pas valeur propre : 
aucun element de la diagonale principale de A n’est nul. Alors A est inversible et son inverse est la matrice 
diagonale dont les elements de la diagonale principale sont les inverses des elements de la diagonale principale 
de A. 






M~ 1 = (P~ 1 A P)~ 1 = P~ 1 A~ l P 

Comme la matrice A ~ 1 est une matrice diagonale, la matrice M” 1 est diagonalisable. 



13. Somme de deux endomorphismes diagonalisables. 



Vrai. 



Considerons par exemple Fendomorphisme /j , de matrice ^ 



/ 

Fendomorphisme f 2 , de matrice 

v 



0 -1 
0 1 



\ 

dans la base canonique. 



0 

0 



dans la base canonique, et 



Le polynome caracteristique de/i est P t (X) = X (X — : f] a deux valeurs propres reelles distinctes, c’est un 

endomorphisme diagonalisable. 

Le polynome caracteristique de/ 2 est P 2 (X) = X (X - 1) : f 2 a deux valeurs propres reelles distinctes, c’est un 
endomorphisme diagonalisable. 



if 

La somme / = /j + f 2 a pour matrice dans la base canonique 

v 



1 

1 



0 

0 



\ / 

+ 

y v 



0 -1 

0 1 



A 



J 



( 






1 -1 
1 1 



\ 

. Son 

/ 



polynome caracteristique est P (A.) = (1 - X) 2 + 1. II n’est jamais nul, donc/n’a pas de valeur propre reelle et 
n’est done pas diagonalisable. 



14. Matrice diagonalisable ? 

Faux. 

Le polynome caracteristique de la matrice A est : 

P ( X ) = (3 - X)(l - X)(-5 -X)+16(l-X) = (l- X)((3 - X)(-5 -X) + 16) = (1 - X)(X 2 + 2X+1) 

P(X) = -(X+ 1) 2 (A. - 1) 

Le polynome minimal est donne par : 

(A + P) (A -Pi ± 0 => P u (X) = (X + 1) 2 (X - 1) 

La matrice A + I a sa premiere et sa troisieme colonnes proportionnelles : elle est de rang 2, le sous-espace 
propre pour la valeur propre -1 est de dimension 1, differente de l’ordre de multiplicite de la valeur propre -1 
dans le polynome caracteristique, done la matrice A n’est pas diagonalisable. 




